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Nopeat marssimenetelmat ovat vakiintuneet eikonaaliyhtdlon numeeriseksi ratkaisemiseksi.
Naiden menetelmien laskennallinen vaativuus on O(NlogN ), missé N on diskretointiverkon
solmujen lukumaarad. Téssa erikoistydssé esitelld&n hiljattain julkaistu nopea marssimenetelma,
jonka vaativuus on vain O(N), mutta virhe samaa suuruusluokkaa kuin alkuperaisen
menetelmdn. Kokeellisessa osassa uuden ja vanhan menetelmdn tarkkuutta verrataan
yksinkertaisissa tehtdvissd, jotka voidaan ratkaista myos analyyttisesti. Lopuksi uutta menetelmaa
sovelletaan laskettaessa pistemaisen valonlahteen varjoja sek& etsittdessa robotin reittid. Uusi
menetelma osoittautuu kaytannon tehtévissa huomattavasti vanhaa menetelméa nopeammaksi ja
virheen muutos on merkitykseton.
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1 Johdanto

Eikonaaliyhtdld on epélineearinen osittaisdifferentiaaliyhtéld, joka esiintyy monissa ongelmissa;
mm. plastisen aineen mallintamisessa (Alouges ja Desimone 1999), kuvan segmentoinnissa (Sofou
ja Maragos 2003), laskettaessa valonléhteen aiheuttamia varjoja (Sethian 1999, s. 49) ja etsittdessa
Iyhintd reittid robotille (Garrido et al. 2006). Tan& paivana kuitenkin tunnetuin kayttokohde lienee
tasa-arvomenetelmien (engl. level set methods) yhteydessa, koska eikonaaliyhtdld esiintyy mm.
ratkaistaessa etumerkilla varustettuja etdisyysfunktioita (engl. signed distance functions).
Eikonaaliyhtadlon analyyttinen ratkaiseminen onnistuu vain erittdin yksinkertaisissa tapauksissa.
Yleensd yhtalo voidaan ratkoa vain numeerisesti.

Nopeat marssimenetelmat ovat vakiintuneet eikonaaliyhtalén numeeriseksi ratkaisemiseksi. Yleensé
nopeissa marssimenetelmissd eikonaaliyhtdlo diskretoidaan karteesisessa koordinaatistossa. Niita
kutsutaan "nopeiksi”, koska algoritmi pyyhkéisee vain kerran koko verkon yli, rakentaen ratkaisua
edetessaan. Naiden menetelmien laskennallinen vaativuus on O(NlogN), missa N on
diskretointiverkon solmujen lukuméara.

Tassa erikoistydssé esitelladn hiljattain julkaistu nopea marssimenetelma, jonka vaativuus on vain
O(N), mutta virhe samaa suuruusluokkaa kuin alkuperdisen menetelmin. Uusi menetelméa
osoittautuu kaytdnnon tehtdvissa huomattavasti vanhaa menetelm&d nopeammaksi ja virheen
muutos on merkitykseton.

Tassa tyossa késitella&dn vain kaksiulotteista eikonaaliyhtdlod; kaikki tekniikat ovat kuitenkin
laajennettavissa useampiin ulottuvuuksiin.

1.1 Eikonaaliyhtalo
Eikonaaliyhtél6 on epélineaarinen osittaisdifferentiaaliyhtalé muotoa
IVu(x)|=f(x), xeQ

f(x)>0V xeQ (1)
u(x)=g(x), xelrcQ

Tehtdvassa f, g, alue Q2 ja joukko I' ovat annettuina ja ratkaistavaksi jaa funktio U. Yksi
tulkinta eikonaaliyhtéldlle on, ettd U on kasvavan aaltorintaman saapumisaika kuhunkin pisteeseen
ja f kuvaa hitautta kussakin pisteessa. Erikoistapaus f =1, g=0 antaa ratkaisuksi lyhimman
etaisyyden kustakin pisteesta I :aan. Positiivisuudesta johtuen eikonaaliyhtdld voidaan myds
esittdd muodossa

IV u(x)]’=f*(x) )

Eikonaaliyhtél6 on erikoistapaus Hamilton-Jacobi yhtaloista, jotka yleisesti ovat muotoa

H(Vu(x),x)=0 3)
Eikonaaliyhtalélle H (Vu(x),x)=|Vu(x)|-F(x).

1.2 Nopeat marssimenetelmat

Sethian (1996) esitteli nopeat marssimenetelmat (engl. fast marching methods) eikonaaliyhtalon
numeeriseksi ratkaisemiseksi. Sethianin esitteleméssa muodossaan yhtadld 2 diskretoidaan
karteesisessa koordinaatistossa muotoon
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(4)

missd D;” tarkoittaa eteenpdin derivointia vaakasuunnassa, Dj*u=(u;,; ;—u; ;)/h, h on verkon
diskretointivali. D;” tarkoittaa taaksepéin derivointia vaakasuunnassa, Dj*u=(u; j—Uu;_y ;)/h.
Dgy ja Dy Y vastaavasti pystysuunnassa.

Kéytannossa yhtaloa 4 kaytetaan u :n arvon ratkaisemiseksi solmussa (i, j). Solmun arvo riippuu
sen naapurisolmujen (vaaka- ja pystysuunnassa viereisten) solmujen arvoista.

Yhtélon 4 vasen puoli on oleellisesti toisen asteen yhtalo; ratkaisuista valitaan aina suurempi nk.
viskositeettiratkaisun ~ saamiseksi  (Sethian  1996). Kdaytdnndssé laskeminen  tapahtuu
seuraavanlaisesti:

Oletetaan, ettd naapurisolmujen arvot ovat a, b, ¢ ja d ja lasketaan solmun arvoa x (kuva 1).

b
a x .c
d

Kuva 1: Lasketaan solmun arvo x sen naapureiden arvoista a, b, ¢ jad

Yleisyyttd rajoittamatta voidaan olettaa, ettd h=1 (1/h voidaan ottaa yhteiseksi tekijaksi ja
siséllyttaa tekijaan f 7). Silloin yhtalo 4 saa muodon (lyhennetéan f=1f)

max (max ((x—a),0),—min((c—x),0))*+

max (max ((x—b),0),—min((d —x),0))*= f? ©)
Toisaalta, tdmé& voidaan Kirjoittaa
max (max ((x—a),0),max((x—c),0))’+ ©)

max (max ((x—b),0),max((x—d),0))’=f°
Y leisyytta rajoittamatta voidaan olettaa, ettd a<c ja b<d. Silloin yhtdl6 6 saa muodon

max ((x—a),0)*+max((x—b),0)°=f? )
Edelleen, yleisyytta rajoittamatta voidaan olettaa, ettd a<b .

Jos nyt a+ f <b, niin yhtalon 7 ratkaisu on x=a+ f, joka on helppo tarkistaa sijoittamalla. Jos
taas a+ f >b niin yhtdlon (x—a)*+(x—b)*= f? ratkaisut ovat yhtalon 7 ratkaisuja. Tasta tulee
toiseen  asteen  yhtaldo  2x’+(—2a—2b)x+a’+b’— f?=0, jonka diskriminantti
D=—4a’+8ba—4b*+8 f*. Aikaisempien oletusten perusteella voidaan nayttad, etta D=0 eli
yhtélélle saadaan reaalisia ratkaisuja. Yhtdlén ratkaisut ovat x=1/2(a+b)+1/4V/D; naista
valitaan suurempi, kuten aiemmin todettiin.

Kaikissa tapauksissa patee, ettd x>a (oletusten perusteella a oli pienin X :n naapureista) ja x:n
arvo riippuu vain sen pienemmasta naapurista vaaka- ja pystysuunnassa. Taman takia koko yhtalon
ratkaisua voidaan lahted rakentamaan pienimmistd arvoista kohti suurempia. Tarkan todistuksen
télle esitti Sethian (1996, s. 9).

Kaytannossé algoritmi etenee seuraavanlaisesti. Kullakin hetkelld pidetddn muistissa, mitka



6/16

solmuista on jo hyvaksytty, mitka lahella ja mitka kaukana. Aluksi laitetaan I :aa vastaavat verkon
solmut joukkoon hyvéksytty ja lisdtddn ndiden naapurit joukkoon lahelld. Lasketaan kaikkien
lahelld joukon solmujen U kayttden yhtaloa 4. Kaikki loput pisteet laitetaan joukkoon kaukana.
Toistetaan seuraavaa:

1. Etsitdan joukosta lahelld pienimman U -arvon omaava solmu nimeltaan p.

2. Laitetaan p:n kaikki naapurit, jotka eivat ole jo joukossa hyvaksytty, joukkoon lahella. Eli
jos naapuri on joukossa kaukana, siirretadn se joukkoon lahella.

3. Lasketaan kaikkien p:n naapureiden, jotka ovat joukossa lahell&, arvot uudestaan kéyttaen
yhtaloa 4.

4. Siirretdan p joukosta lahelléd joukkoon hyvaksytty.
5. Siirrytaan kohtaan 1, jos joukko lahella ei ole tyhja.

Kuvassa 2 on havainnollistettu algoritmin etenemistd. Menetelma on ldheistda sukua
kapeakaistatasa-arvomenetelmille (engl. narrow band level set methods).

0000
X JOLON0
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00%@@
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000000
0000
003@@

0000
X JOXONO
00® 0
OO;OO

0000
000000
00000
.0%@@

Kuva 2: Nopeiden marssimenetelmien eteneminen. Mustat solmut kuuluvat joukkoon "hyvaksytty",
harmaat joukkoon "lahelld" ja valkoiset joukkoon "kaukana". A) Alkutilanne. B) Etsitdan pienin
solmu p joukosta "lahelld". C) Siirretédan p:n naapurit joukkoon lahella ja lasketaan niiden arvot.
D) Siirretdan p joukkoon "hyvaksytty" ja palataan silmukan alkuun.

Nopeiden marssimenetelmien perusimplementaatiolla on laskennallinen vaativuus O(NlogN ),
missa N on verkon solmujen lukumaard. Silmukassa kaikki muut vaiheet ovat laskennalliselta
vaativuudeltaan O(1), paitsi 1. vaihe. Pienimman alkion etsiminen joukosta lahell4 onnistuu
tehokkaimmiten pitdaméalla lahelld joukkoa prioriteettijonossa (engl. priority queue).
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Prioriteettijono toteutetaan kaytdnnossa keko (engl. heap) tietorakenteella, jolloin pienimmén
alkion etsimisen laskennallinen vaativuus on O(logM ), missa M on alkioiden lukumaara
joukossa lahella. Koska aina M <N, niin pienimman alkion etsiminen on myods O(logN).
Silmukka kay vain kerran jokaisessa solmussa, joten koko algoritmille saadaan laskennalliseksi
vaativuudeksi O(NlogN ).

Jatkossa tdhan menetelmaéan viitataan vanhana menetelméana.

Vaikka naapurisolmujen arvot tunnettaisiin tarkasti (ts. naapurisolmut kuuluisivat joukkoon I'),
gradientin ensimmaisen kertaluvun approksimaatiosta seuraa, ettd solmun arvoa laskettaessa tulee
virhe O(h?). Naytetaan taméa yksiulotteisessa tehtavassi

lu'(x)|=f>0 (8)
Aproksimoidaan derivaattaa taaksepain ja merkataan virheen suuruusluokka
|(ui_uu—1)/h+o(h)|:fi ©)

Tama on sama asia kuin (U;—u,_,)/h+0O(h)==%f, Ratkaistaan U; ja valitaan ratkaisuista
suurempi, jolloin saadaan

u=u; ,+ f,h+0(h?) (10)

Aproksimoitaessa  derivaattaa eteenpdin saadaan vastaavanlainen tulos. Siten my0s
approksimoitaessa ylospdin (eli valitaan taaksepdin tai eteenpdin derivointi riippuen kumpi on
suurempi), saadaan vastaavanlainen tulos. Todistus on idealtaan samankaltainen useammissa
ulottuvuuksissa.

1.3 O(N) nopea marssimenetelma

Yatziv et al. (2006) esittivat tietdakseni ensimmaisend seuraavanlaisen O(N) nopean
marssimenetelman. Heidan tekniikkansa perustui kahteen yksinkertaiseen havaintoon:

1. Mikali lahella keon pienimman alkion u=u_;, niin keon kaikkien muiden alkioiden
U<Upint 1 oa, missa | on funktiosta f ja diskretointivalista h riippuva vakio.

2. Menetelmd antaa lahes yhta hyvia tuloksia, vaikka prioriteettijonosta ei valittaisikaan aina
absoluuttisesti pienintd alkiota, vaan riittavan pieni alkio.

Tarkalleen ottaen menetelmassa korvataan prioriteettijono epasiistilla prioriteettijonolla (engl.
untidy priority queue), jossa Vali [Upin,Upint Ins] jaetaan tasaisesti d :hen osavaliin ts. osavili
kel.d on [Uy,+(k=1)1,/d u . +k1 . /d]. Jokaista osavélia vastaa muistissa linkitetty lista,
jossa sailytetddn kyseiselle osavalille osuvia alkioita. Kutsutaan néitd listoja sailidiksi. Naita
sailiditd on d kappaletta, joten niitd voidaan pitaa taulukossa.

Sen sijaan, ettd poistettaisiin pienin alkio, poistetaankin ensimmaisen osavélin ensimmainen alkio.
Olkoon poistetun alkion u-arvo U, . Patee, ettd U, <U.,+1.,/d.

Linkitetyn listan lisdys- ja poisto-operaatiot ovat laskennalliselta vaativuudeltaan O(1). Alkion
arvoa vastaavan sailion etsiminen on vaativuudeltaan O(1), koska osavalien tasavalisyydesta
johtuen oikean séilion etsiminen vaatii vain yksinkertaista aritmetiikkaa.

Sdilion tyhjentyessa siirrytddn poistamaan alkioita seuraavasta sailiéstd. Jos kuitenkin d <M,
missa M on solmujen maara joukossa lahelld, tahédn kuluva aika on merkitykseton. Nain koko
algoritmin laskennalliseksi vaativuudeksi tulee O(N ) .

Valitsemalla d ~1/h, voidaan osoittaa, ettd laskettaessa solmun arvoa véaarasta
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valitsemisjérjestyksesta johtuva lisavirhe on O(h?). Tdméan todistamisen idea perustuu siihen, ettd
poistetun alkion e=(u,—u, )<l /d ja 1,,=0(h). Siten £¢=0(h?), eli lisdvirhe on samaa
suuruusluokkaa kuin yhtalon diskretoinnista johtuva virhe ja kokonaisvirhe samaa suuruusluokkaa
kuin vanhan menetelmén. Tarkan todistuksen télle esittivat Yatziv et al. (2006, s. 4).

Siten saavutetaan O(N) nopea marssimenetelma, jonka virhe on samaa suuruusluokkaa kuin
vanhan menetelmaén.

On syytd mainita, ettd poiketen alkuperaisesta menetelmastd uudessa menetelméssa on merkittavaa,
missé jarjestyksessa naapurialkiot lisitdan epésiistiin prioriteettijonoon, koska kustakin séiligsta
poistetaan ensimmadisend alkio, joka laitettiin sinne ensimmaisena. Kéytannon testit kuitenkin
osoittavat, ettd vaarésta poistojérjestyksestd johtuva virhe on huomattavasti teoreettista maksimia
pienempi.

Jatkossa tdéhén menetelmaan viitataan uutena marssimenetelmana.

2 Numeerisia kokeita

Seuraavia kokeita varten sekd vanha ettd uusi menetelmd implementoitiin kayttden C#
ohjelmointikieltd Microsoftin .NET alustalla. Algoritmin tarvitsema alkudata (funktiot f ja g)
generoitiin Matlabilla ja tallennettiin tiedostoihin, joista ohjelma latasi datansa. Aikamittauksissa ei
ole huomioitu datan tallentamiseen tai lataamiseen tarvittavaa aikaa; datan lataaminen on O(N)
operaatio ja joudutaan tekeméaén yhtélailla algoritmin molemmissa versioissa, joten sen huomiotta
jattdminen on perusteltua. Lisaksi monissa kdytannon tilanteissa saatetaan data ladata vain kerran ja
ajaa algoritmia (lahes) samalla datalla useasti; esimerkiksi reitinetsintatehtavisséd kartta saattaa
pysyd samana, mutta mééaranpéé vaihtua eri ajokertojen vélissa.

Molemmissa implementaatioissa sdilytettiin muistissa kullekin verkon solmulle solmun sijainti
(epéasiistissd) prioriteettijonossa, ja tatd paivitettiin solmun prioriteetin (U :n) mahdollisesti
muuttuessa. Arvon tallentaminen muistiin on O(1), joten se ei lisannyt laskennallista vaativuutta.
Nain solmun prioriteetin vaihtuessa ei tarvitse kayda lapi koko jonoa, vaan alkion hakeminen
jonosta on myos O(1) operaatio.

2.1 Etaisyys origoon

Ensimmaisen kokeen tehtdvdna on osoittaa, ettd virhe saadaan uudella menetelmélld pysymaéaan
karkeasti ottaen samansuuruisena kuin diskretoinnin aiheuttama virhe. Kokeillaan algoritmia
tehtavélle:

IVu(x)|=1, x€[0,1]x[0,1] (11)
u(x)=0, x<((0,0)|

Tarkka ratkaisu tille on etdisyys origoon alueessa [0,1]x[0,1]. Kuvassa 3 on esitetty 21x21
verkolla tarkka, vanhan menetelman ja uuden menetelman antama ratkaisu.
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Kuva 3: Etaisyys origoon yksikkoneliossa. Vasemmalta oikealle:
uuden menetelman ratkaisu
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Tarkka, vanhan menetelméan ja

Kokeillaan sitten muuttaa verkon kokoa, valiten aina d ~1/h. Téssa on valittu d=ceil(0.02/h) ,
missa ceil tarkoittaa pydristamista yléspain. Kuvassa 4 on esitetty laskenta-aika, L, ja L, virheet

verkon solmujen lukumaardn N suhteen sek& vanhalle ettd uudelle menetelmalle. Nahdaén, etta

laskenta-aika on pienempi kuin alkuperdiselld versiolla, mutta L, virhe on suuruusluokaltaan sama
kuin alkuperdisen menetelman virhe.

Kuvassa 5 on esitetty virheet laskenta-ajan suhteen. Vaikka td4hdn mennessd vanha menetelmé
nayttad olevan parempi kuin uusi, on syytd huomauttaa, ettd tehtdvan symmetrisyys johtaa alkioiden
epatasaiseen jakautumiseen séiliéihin, jolloin pitdd kayttdd suurta méardd sailioitd tarkkuuden
saamiseksi. Myohemmissa esimerkeissa huomataan, ettei tarvita lahesk&an yhté paljon séilioita, jos

jakautuminen on tasaisempaa. Koe kuitenkin vahvistaa, ettd molemmissa menetelmissd verkon
solmuja lisadmalla virhe pienenee ja nayttéisi l&hestyvén nollaa.

35

1.5

0.5

Laskenta-aika (s)

Kuva 4: Laskenta-aika, L, ja L, virheet verkon koon N funktiona laskettaessa etaisyytta origoon
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alueessa [0,1]x[0,1] . Yhteninen viiva: vanha menetelméa. Katkoviiva: uusi menetelma.
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Lm virhe laskenta-ajan suhteen X 10° L, virhe laskenta-ajan suhteen
0.03

15

0.025

0.02

0.015

il
0.01

R 0.5
\

0.005

Kuva 5: L, ja L, virheet laskenta-ajan funktiona laskettaessa etaisyytta origoon alueessa
[0,1]x[0,1] . Yhtenainen viiva: vanha menetelma. Katkoviiva: uusi menetelma.

2.2 Etaisyys kahteen pisteeseen

Kokeillaan seuraavaksi ratkoa vain aavistuksen verran monimutkaisempia tehtévia
a) IVu(x)|=1, x€[0,1]x[0,1]

(12)
u(x)=0, x€/(0.25,0.5),(0.75,5)]
b) IVu(x)]=1, x€[0,1]x[0,1] (13)
u(x)=0, x€((0.25,0.25),(0.75,75)|

Tarkka ratkaisu tehtaville on kussakin pisteessa lyhin etéisyys pisteisiin a) (0.25,0.5) ja (0.75,0.5) b)
(0.25,0.25) ja (0.75,0.75).

Menetelmissa kaytettavat parametrit valitaan kuten edellisessd kokeessa. Kuvassa 6 on esitetty
21x21 verkolla a)-kohdan tarkka, vanhan menetelmén ja uuden menetelman antama ratkaisu ja
kuvassa 7 b)-kohdan. Kuvassa 8 a)-kohdan laskenta-ajat ja virheet eri menetelmille ja kuvassa 9 b)-
kohdan.

Kuvassa 10 on esitetty virheet laskenta-ajan suhteen a)-tehtévélle ja kuvassa 11 b)-tehtavalle.
Néissa tehtdvissd uusi menetelma on jo joissakin tapauksissa nopeampi kuin vanha menetelma.

Tarkka ratkaisu
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Uusi menetelma (2 sailiota)
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Kuva 6: Pienin etdisyys pisteisiin (0.25,0.5) ja (0.75,0.5) yksikkoneliossa. Vasemmalta oikealle:
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Tarkka ratkaisu Vanha menetelma Uusi menetelma (2 sailiota)
1 1 1
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Kuva 7: Pienin etaisyys pisteisiin (0.25,0.25) ja (0.75,0.75) yksikkonelidssa. Vasemmalta oikealle:
Tarkka, vanhan menetelman ja uuden menetelman ratkaisu.
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6 0.015 4.5
4

5
35
4 0.01 3
25

o 3
2
2 0.005 15
1

1
0.5
0 0 0

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

x 10° x10°

Kuva 8: Laskenta-aika, L., ja L, virheet verkon koon N funktiona laskettaessa etaisyytta pisteisiin
(0.25,0.5) ja (0.75,0.5). Yhten&inen viiva: vanha menetelma. Katkoviiva: uusi menetelma.

Laskenta-aika (s) L, vrhe x 10° L, virhe
4.5 0.015 T 4.5
\
\
4 | 4
|
35 35
3 0.01 3
2.5 2.5
”
2 2
1.5 0.005 15
1 1
4
/
0.5 7 0.5
7
7
/
0 . . . 0 . . . . 0 . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

x10°

Kuva 9: Laskenta-aika, L., ja L, virheet verkon koon N funktiona laskettaessa etaisyytta pisteisiin
(0.25,0.25) ja (0.75,0.75). Yhtendinen viiva: vanha menetelma. Katkoviiva: uusi menetelma.

x 10° x10°
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Lw virhe laskenta-ajan suhteen -5 L, wirhe laskenta-ajan suhteen

0.015 45

35

0.01

0.005

Kuva 10: Virheet laskenta-ajan funktiona laskettaessa etdisyytta pisteisiin (0.25,0.5) ja (0.75,0.5).
Yhtendinen viiva: vanha menetelma. Katkoviiva: uusi menetelma.

Lu virhe laskenta-ajan suhteen X 10° L, virhe laskenta-ajan suhteen

0.014 3.5

\
\
0.012 3t !

0.01
0.008

0.006

0.004

0.002

Kuva 11: Virheet laskenta-ajan funktiona laskettaessa etdisyyttd pisteisiin (0.25,0.25) ja
(0.75,0.75). Yhtendinen viiva: vanha menetelmd. Katkoviiva: uusi menetelma.

2.3 Pistemaisen valonlédhteen varjoalueet

Seuraavaksi uutta menetelméd kokeillaan etsittdessa pistemdisen valonldhteen aiheuttamia
varjoalueita. Sethian (1998, p. 49) esitteli, kuinka nopeita marssimenetelmid voidaan kayttaa
varjoalueiden etsimiseen. Ideana on laskea etdisyys valonlahteestd kuhunkin pisteeseen kahteen
kertaan; seinilld ja ilman seinid. Mikali etdisyys pisteeseen on suurempi, kun otetaan seinat
huomioon, joudutaan pisteeseen saapumiseksi kiertamaén esteitéd ts. valonldhteesta ei ole suoraa
reittid pisteeseen, joten piste on varjossa.

Kéytannossé ratkaistaan kaksi tehtavaa

a) IVu(x)|=1 (14)
u(v)=0, veQ

b [Vulxl=] :rlm)l(liifcg (19)
u(v)=0, veQ

missd II on seinid vastaava alue ja v on piste, jossa on valonlahde. Merkataan a)-kohdan
ratkaisua Uegeinia( X) ja b)-kohdan ratkaisua Useing (X) . JOS Ugging (X)> Ui seinia( X) , piste on varjossa.



13/16

Kéytannossd numeeristen epatarkkuuksien takia joudutaan hyvaksymaan pienet virheet ts. piste on
Varjossa jos Ugins (X)>Ugieeinia( X) +€ . Tassd on kaytetty e=1.

Kokeillaan eri menetelmi4 tehtivissd, joissa 2=[0,1500]x[0,1500|, h=1 ja II on muutaman
satunnaisen suorakaiteen unioni. Kuvassa 12 on esitetty seinat, varjot ja valaistut alueet seka
vanhalla ettd uudella menetelméll& ratkaistuna eri sdilididen lukuméaéralla d.

Huomataan, ettd jo pienelld méaaréalla sailioitda saadaan lahes identtinen lopputulos alkuperdisen
menetelman kanssa. Tassa tapauksessa tarkoilla u :n arvoilla kussakin pisteessa ei ole niinké&én
valia; riittad, ettd u :n arvot ovat isompia, kun pisteesté ei ole nakdyhteytta valonlahteeseen.

Taulukossa 1 on esitetty laskenta-aika ja uuden menetelman antamien virheellisten pikseleiden
lukuméara, verrattuna vanhan antamaan tulokseen. Laskenta-aika vanhaan menetelméan nahden on
kaikissa tapauksissa noin puolet. Lisaksi huomataan, etté sailididen méara on jokaisessa tapauksessa
viel4 paljon pienempi kuin joukossa l&hella olevien solmujen mé&aré, koska laskenta-aika ei
juurikaan kasva sailididen lukumaaraa lisattdessa. Viimeisessa tapauksessa d =160 laskenta-aika
on edelleen noin puolet vanhan menetelman laskenta-ajasta, mutta lopputulos on téysin identtinen.

Vanha Uusi, 10 sailista Uusi, 20 sailiota

200 400 600 800 1000 1200 1400 200 400 600 800 1000 1200 1400 200 400 600 800 1000 1200 1400

Uusi, 40 sailiota Uusi, 80 sailicta Uusi, 160 séiliota

200 400 600 800 1000 1200 1400 200 400 600 800 1000 1200 1400 200 400 600 800 1000 1200 1400

Kuva 12: Varjojen laskeminen vanhalla ja uudella menetelmalla, kayttden eri m&araa sailioita
O(N) versiossa. Valonlahde on merkattu tdhdell&d, valkoiset alueet ovat valaistuja, mustat esteita ja
harmaat varjoja.
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Taulukko 1: Varjojen laskeminen vanhalla ja uudella menetelméalla. Virheellisten pikseleiden
lukum&ara on verrattuna vanhan menetelman antamaan tulokseen. Arvot 10 ajokerran keskiarvoja.

Vanha | d =10 | d =20 | d =40 | d =80 | d =160

Laskenta-aika (S) 19.82 |11.30 |11.30 11.33 |11.38 |11.74

Virheellisia - 21556 6052 520 4 0
pikseleita

2.4 Robotin reitinetsinta

Viimeisessd kokeessa kokeillaan nopeita marssimenetelmia reitinetsintatehtdvassa. Robotti on
1500x1500 Kartalla, pisteessdé (100,100) ja haluaa menna lyhyintad reittia pisteeseen
(1400,1400) . Kartalla on esteita, joille f =o, ja suorakaiteen muotoisia alueita, joiden hitaudet
f arvotaan tasajakaumasta valilta [1,2|. Tehtavana on siis ratkoa

_]oo JkunxellcQ
Vulx)l= c(x) ,muulloin (16)
u(r)=0, reQ

missa II on esteitd vastaava alue ja r on robotin lahtopiste, r=(100,100). Kuljettavien
maastojen hitaudet ovat funktiossa c(x), 1<c(x)<2.

Ensin tehtdva ratkaistaan nopeilla marssimenetelmilla (h=1) josta saadaan u. Taman jalkeen
lahdetdan loppupisteesta (1400,1400), kulkien aina laskevan gradientin suuntaan. Integrointi
tehdaan Heunin menetelmalld, joka on (negatiivinen merkki, koska mennéan laskevan gradientin
suuntaan):

Xtmp:X(k)_hvu(X(k))

x(k+1)=x(k)=h/2(Vu(x(k))+V u(Xy,))
Integroinnissa otettiin askelpituudeksi h=1, gradienttien approksimointiin kaytetddn samaa
yl6spdin approksimaatiota kuin marssimenetelmassd, X,(0)=1400, x,(0)=1400 ja integrointi
lopetetaan, kun (x,—100)°+(x,—100)’<1 ts. kun ollaan yhden ruudun péaissi robotin
lahtopisteesta. Kun algoritmin 16ytama reitti C on laskettu, saadaan reitin kesto viivaintegraalilla
fc f ds . Tama lasketaan numeerisesti kéayttaen trapetsimenetelmaa.

17

Kuvassa 13 on esitetty eri sailiomaarilla saadut tulokset.

Taulukossa 2 on esitetty tehtdvan ratkomiseen kulunut aika ja menetelman I0ytdman reitin kesto.
Uusi menetelmé& on selvasti vanhaa nopeampi, mutta sen I0ytdmien reittien kestot ovat kéytannossa
identtisid vanhan menetelman 10ytdman reitin keston kanssa. Uusi menetelméa antoi nyt jo todella
pienelld maaralla sailioitd melkein vastaavia tuloksia vanhan menetelmén kanssa.

3 Yhteenveto ja jatkotutkimukset

Kaikissa kokeissa uusi menetelma oli antoi ldhes yhtd hyvid tuloksia kuin vanha menetelma.
Kéytannon kokeissa uusi menetelmé oli selkeésti vanhaa menetelméaén nopeampi. Nopeudestaan
huolimatta uusi menetelma on jopa yksinkertaisempi implementoida kuin vanha, koska epasiistissa
prioriteettijonossa sailion etsiminen vaatii vain yksinkertaista aritmetiikkaa, kun taas normaalissa
prioriteettijonossa joudutaan tekemé&an paljon operaatioita, jotta keko sailyisi kekona alkion
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lisdyksen, poiston tai muutoksen yhteydessa.

Kéytdannon sovelluksissa algoritmi on niin nopea, ettd sitd voidaan harkita kéytettdvan jopa
reaaliaikasovelluksissa. Algoritmi tullaan epaileméttd implementoimaan myds grafiikkakorteilla,
mahdollistaen sovellukset esimerkiksi peleissa ja konen&dssa. Toisaalta my0s resurssirajoitteiset
laitteet (mobiilit robotit, kdnnykét) hyotyvat uudesta menetelmasta.

Uusi menetelm& ei kuitenkaan paranna muistivaatimuksia. Algoritmin vaatima muistitila on
edelleen O(N ). On vain muutamia tapoja parantaa tata:

Yksi vaihtoehto on siirtyé strukturoimattomaan verkkoon, kayttéden suurta maaraé solmuja siella,
missa tarvitaan tarkkuutta. Olisi mielenkiintoista néhdd, miten uusi menetelma menestyy tallaisissa
tapauksissa. Verkon adaptiivisuuskin on mahdollista.

Toinen vaihtoehto soveltuu vain tilanteisiin, joissa funktiota u ei tarvitse tietdd kerralla. Algoritmin
luonteesta johtuen kun u :n arvot on laskettu alueessa, joka ei ole en&é kosketuksissa mihinkaan
joukon lahelld pisteisiin, alueen arvoilla ei ole enda mitaan vaikutusta myéhemmin laskettaviin u :n
arvoihin. N&in voidaan kaytt4a tassa muistitilassa sijaitsevat arvot lopputuloksen laskemiseksi ja sen
jalkeen vapauttaa muistitila kaytosta.

Tulevaisuudessa uutta menetelmé@é olisi syytd kokeilla gradientin korkeamman kertaluvun
aproksimaatioilla (Sethian 1999, s. 26), vapaalla verkolla (Sethian ja Vladimirsky 2000) tai
napakoordinaatistossa (Alkhalifah ja Fomel 2001). Perusidea (prioriteettijonon korvaaminen
epasiistilla prioriteettijonolla) on suoraan sovellettavissa kaikkiin em. tapauksiin. Gradientin
korkeamman kertaluvun aproksimaatioiden yhteydessé voisi olettaa, ettd séilididen maard joudutaan
valitsemaan eri tavalla, jotta valitsemisjérjestyksestd johtuva virhe saadaan pysymaan tehtavén
diskretoinnista johtuvaa virhettd vastaavana.

Seindt ja maasto Uusi, & séiligta

1400 1400

1200 1200

1000 1000

00 800

00

400

200 400 BO0 800 1000 1200 1400 200 400 BOO 800 1000 1200 1400

00
400
200

Ui, 10 sailiota Uusi, 20 sailiota

1400 1400 1400

1200 1200

1000 ﬂj
—_

00

1200

1000 ﬂj
—_

800

1000

800

00 00 00

40 . 400 . 4
m %‘) 200 %TS) m %j

200 400 GO0 800 1000 1200 1400 200 400 GO0 800 1000 1200 1400 200 400 GO0 800 1000 1200 1400

Kuva 13: Robotin reitin etsiminen vanhalla ja uudella menetelmall&, kayttaen eri maaraa sailioita.
Vasen ylakulma: Kuljettava maasto. Vihrea on seindd, punainen kuljettavaa maastoa. Kirkkaampi
punainen on hitaampaa maastoa. Loput kuvat: Eri menetelmien |0ytamat reitit.
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Taulukko 2: Robotin reitin etsiminen vanhalla ja uudella menetelméalld, kayttéen eri maaraa
sailioita (parametri d). Taulukossa annettuna algoritmin kayttama aika seka loytdman reitin kesto.

Vanha d=5 d=10 d=20 d =40
Laskenta-aika (s) 8.68 4.33 4.33 4.35 4.37
Reitin kesto 3.2030 |3.2084 |3.2047 |3.2033 |3.2035
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